1S Corrigé DS n° 14 2h

(4 points )

1. Etudier le sens de variation de la suite (u,) définie par ug = 3 et up4+1 = Qu% + u, + 3 pour tout n € N.

@ Solution:

Pour tout entier n :
un+1—un:2ui+un+3—un:2ufl—i—3

u,% > 0 donc 2u721 +3>3>0donc U1 — u, > 0 done (uy,) est strictement croissante.

2.  (up) est une suite géométrique de raison ¢ > 0 telle que u; = 12 et uz = 3072 : calculer ¢ puis 7.

@ Solution:

(up,) est une suite géométrique de raison ¢ > 0 donc u, = ug X ¢" = uy x ¢"

us = u X ¢* = 3072
= 12 x ¢* = 3072

3072

<= g =4 ou bien ¢ = —4
or ¢ >0 donc q=4
donc uy = u; x 45 =12 x 4096 = 49152

3. Calculer 245+ 8+ --- 4299 + 302.

@ Solution:

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme ug = 2 et de raison r = 3.
Up =UgF+ N XT=2+4+3n

e Recherche de n tel que u,, = 302
Up = 2+ 3n = 302

<= 3n = 300

<= n =100

e Calcul de la somme ug + uy + ...... +up0=24+3+8+.....302
ug + Uy + ...... +ugo=2+3+8+..... 302

zlolxw

2 2
= 101 x +30




= 15352

Remarque : On peut controler le résultat avec le menu RECUR de la calculatrice en saisissant la suite
a, =24+ 3n
4. En utilisant une suite est géométrique dont on précisera la raison et le premier terme,

calculer 1 +24+4 +8+....... + 32768.

@ Solution:

Soit (uy,) une suite géométrique de premier terme ug = 1 et de raison ¢ = 2.
Uy = ug X ¢ = 2"
e Recherche de n tel que u,, = 32768

uy = 2" = 32768

Avec le menu TABLE de la calculatrice en saisissant la fonction Y7 = 2% puis en paramétrant dans
SET le début a 0, la fin du tableau de valeur & 100 par exemple et en prenant pour pas 1 (pour
n’avoir que les valeurs de x entieres, on obtient 2'° = 32768

donc uis = 32768

On peut aussi utiliser le menu RECUR de la calculatrice avec la suite de type a, en saisissant

on obtient de méme que a5 = 32768.

e Calcul de la somme ug + uy + ...... +us=1+2+4+8+...... + 32768
ug + Uy + ...... +us=14+24+44+8+...... + 32768

1— 216

La raison est 2 et il y a 154+1=16 termes

= 65535

Remarque : Comme pour la question précédente, on peut controler le résultat avec le menu RECUR

de la calculatrice en saisissant la suite a,, = 2"

(5 points )

Le ler janvier 2012,0on a placé 5000 euros & intéréts composés au taux annuel de 4%.

(Cela signifie que les intéréts ajoutés au capital chaque nouvelle année sont égaux & 4% du capital de 'année
précédente).

Chaque premier janvier, on place 200 euros supplémentaires sur ce compte.

On note Cy = 5000 le capital disponible au premier janvier de ’année 2012 et C,, le capital disponible au ler

janvier de 'année 2012 + n .



Calculer les valeurs exactes de C7 et Cs.

@ Solution:

4
Cr=0Co+ ﬁCo + 200 = 1,04C) + 200 = 1, 04 x 5000 + 200 = 5400

4
Co=0C1+ ﬁcl + 200 = 1,04C7 + 200 = 1,04 x 5400 + 200 = 5816

Justifier que pour tout entier n, Cp,+1 = 1,04C), 4+ 200.

@ Solution:

Comme pour le calcul de Cy et Co, on a :

4
Cnt1=Ch + mC’n + 200 = C), 4+ 0,04C,, + 200 = 1,04C), 4+ 200

Justifier que la suite (u,) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

@ Solution:

Une suite (u,) est arithmétique si pour tout entier naturel n, u,4+1 = u, + 7 .
Une suite (u,) est géométrique si pour tout entier naturel n, u,+1 = qu,, .

Ici on a Cpq1 = 1,04C), 4 200, donc (C),) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

On peut aussi utiliser les termes Cy, C1 et Cs, a savoir :
01—00:400 et 02—01:416

donc (Cy,) n’est pas arithmétique.

1 Cy
— =1 t — ~1
Co ,08 e Cr ,077

donc (Cy,) n’est pas géométrique.

Pour tout entier n, on pose v, = C,, + 5000.

a) Calculer vy

@& Solution:
vg = Cp + 5000 = 10000

Montrer que (vy,) est une suite géométrique.

@& Solution:

Pour tout entier naturel n, on a :

Un41 = Cpy1 + 5000
= 1,04C,, + 200 + 5000
= 1,04C,, + 5200
= 1,04(C,, + 5000)
=1, 04v,

donc (vy,) est une suite géométrique de premier terme vy = 10000 et de raison ¢ = 1,04



b) En déduire I’expression de v, en fonction de n.

@ Solution:

(vp,) est une suite géométrique de premier terme vy = 10000 et de raison ¢ = 1,04

donc v, = vg x ¢"* = 10000 x 1,04"

puis de C), en fonction de n

@& Solution:

vp, = C), + 5000 donc C), = v, — 5000 = 10000 x 1, 04™ — 5000

Pour les questions suivantes, toute démarche sera prise en compte dans ’évaluation.

Calculer le capital disponible a la fin de 'année 2020 arrondie a ’euro pres.

@ Solution:

C,, est le capital le premier janvier de 'année 2012 + n.
donc pour la fin de 'année 2020, il faut prendre

2021 = 2012 + 9 donc il faut calculer Cy et enlever les 200 euros versés le premier janvier 2021 pour

obtenir la capital disponible fin 2020.

Co = 10000 x 1,04 — 5000 ~ 9233 (capital au premier janvier 2021)
9233 — 200 = 9033

Le capital disponible & la fin de I’année 2020 est 9033 euros environ (arrondi a I’euro)

Quel nombre minimal d’années devra-t-on attendre pour que le capital disponible dépassera-t-il 10000

euros euros ?

@ Solution:

On veut C),, > 10000.
C,, > 10000

<= 10000 x 1,04™ — 5000 > 10000

<= 10000 x 1,04™ > 15000

15000
e 104n > 20
U5 = 10000

<~ 1,04" > 1,5

Avec le menu TABLE de la calculatrice en saisissant la fonction Y7 = 1,04% puis en paramétrant
dans SET le début a 0, la fin du tableau de valeur a 50 par exemple et en prenant pour pas 1 (pour n’avoir
que les valeurs de x entieres, on obtient 1,040 ~ 1,48 et 1,04 ~ 1,54

donc n > 11.

Le capital disponible sera supérieur a 10000 euros le premier janvier 2012 4+ 11 = 2023

On peut aussi utiliser le menu RECUR de la calculatrice avec la suite de type a,y1 en saisissant a,41 =

1,04a, + 200 puis en paramétrant le début a n = 0 et la fin & 50 par exemple et ag = 5000



(6 points )

Soient (uy) et (vy,) définies pour tout entier naturel n, par :

1 1
un:1(2”+4n—5) et vn:Z(Q”—4n+5)

1. Calculer ug, uq

@ Solution:

1 —4
u0:1(20—|—4><0—5):—:—1

4
1 1
=-(2'+4x1-5) ==
w =@ Fdx1=5) =7
puis vg et vy
@ Solution:
1 6
vo =5t x0+5)=7=73
1 3
=—(2'—4x145) ="
V1 4( X —l—) 1

2. Montrer que la suite (a,) de terme général a,, = u, + v, est géométrique de raison 2.

@ Solution:

Ay = Up + Up

1 1
:Z(2n+4n—5)—|—1(2”—4n+5)

1
=—(2"+4n—-5+2" —4n+5)

4
— @2
4
1
=—(2x2"
L(2x27)
1
= — x 2" (forme explicite u,, = ug X ¢")
T . 1 :
donc (ay) est une suite géométrique de premier terme ay = ug+v9 = —1+ B = B et de raison q¢ = 2.

1
Onadoncan:a[)><q”:§><2”:2”*1

Exprimer la somme S,(n) = ag + a1 + ... + a, en fonction de n

@ Solution:
1— 2n+1

1-2

1_2n+1 B 2n+1_1
-1 2

1
Sa(n) =ap+ay + ...+ ap, = ap X :§><

3. Montrer que la suite (b,) de terme général b, = u, — v, est arithmétique;

@ Solution:

bn = up — v

1 1

1

= (2" +4n—5-2"+dn—5)
1

= (8 ~10)

)
=2n — 3 (forme explicite u,, = ug + nr)



3 b}
donc (by,) est une suite arithmétique de premier terme by = ug—vg = —1— 5="3 et de raison r = 2.
5
bn =2n — 5

Exprimer la somme Sy(n) = by + b1 + ... + b, en fonction de n.

@ Solution:

_5 5
T iop_ 2
5 Ty

2

2

—54+2n

Sp(n) =bo+ b1+ ...+ b, =(n+1) x =(n+1)x =(n+1)x

En déduire les sommes Sy (n) = ug + uy + ... + uy,

@ Solution:

Sa(n) =ap+ a1+ ...+ ap =up+ vy + up + vy + ...... Uy, + Uy,
Sp(n) =bo+ b1+ ... +byp =1up—vo+u; — vy + ... Up, — Up

En ajoutant membre & membre les deux égalités ci-dessous on a :
Sa(n) =up+ v +ur +v1 + ... Uy + Up

Sb(n)ZUQ—Uo+U1—U1—|— ...... Uy, — Up,

Sa(n) + Sb(n) =2ug + 2u1 + ...... 2U,

done g+ s + .ty — S+ Sb()

ontl 1 —5+42n
T+(n+1)x7

2" 14+ (n+1) x (=5 +2n)
B 4

et Sy(n) =vo+v1+ ...+ v,

@ Solution:

En soustrayant membre a membre les deux égalités ci-dessous on a :
Sa(n) =up+vo+ur +v1 + ... Uy, + Uy,
Sp(n) = ug —vo +up — v + ... Uy, — Un

Sa(n) — Sp(n) = 2vp + 201 + ...... + 2,
Sa(n) — Sp(n)

donc vg + v1 + ...... + v, = 5
antl 1 -5+ 2n
i 1) x 2=

_ 5 (n+1) x 5

2

2 14 (n+1) x (5—2n)
N 4




(5 points )

2

n
La suite (uy) est définie pour tout entier naturel n par u, = on”

On veut démontrer que la suite (u,) est décroissante a partir du rang 3.

1. Calculer u, pour n <4

@ Solution:

4
=9 76" 3
.
ulz??’:l
3><1_3
Ty T
3
%59
379 T4
9
w1
1T 9 T8

2. Etudier le signe de f(z) = —22 + 2z + 1 sur [0; +o0| .
@ Solution:

e Racines de f(z) = —2% + 2z 41
A=b—4ac=22-4x(-1)x1=38

A > 0 donc il y a une deux racines :

—b—\/Z:—z—\/é:—z—zﬁ

= =1 2
mtl 2 =2 =2 V2
e
—b A =2 8 —24+2v2
Ty = +\/>: +\[: +\f:1—ﬂet$2§é[0;+oo[
2a -2 -2
e Signede f(r)=—22+2z+1
T 0 142 +00
signe de —a =1 0 signe de a = —1
flx) = -2 42z +1 + 0 -
donc f(z) > 0 sur [1 + v/2; +00]
2
— 2 1
3. Montrer que pour tout entier naturel n, on a : up41 — up = n;—+?+

@ Solution:

(n+1)2 n?

Untl = Un = 7507 7 on

(n+1)2  2n?

2n+1 B 2n+1
_ (n+1)2—2n?
- on+1

n?+2n+ 1 — 2n?
2n+1

—nZ4+2n+1
2n+1



4. En déduire que si n > 3 alors u,4+1 > u, puis conclure.

@ Solution:
—n?+2n+1 _ f(n)
on+1 - on+1
27+ > (0 donc uy41 — uy, est du signe de f(n).

Up41 — Un =

D’apres la question 2., f(z) < 0 pour z > 1+ /2
donc f(n) < 0 pour n > 1+ /2 soit pour n > 3.

On a donc w41 —up, < 0 pour n > 3 donc la suite (uy,) est strictement décroissante a partir de n = 3



