TES Fiche méthode : Suites
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1 Rappel formules suites arithmétiques et géométriques

1.1 Suites arithmétiques

Une suite est arithmétique si on ajoute toujours le méme nombre réel a chaque terme de la suite pour obtenir
le terme suivant.

Soit (uy) une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r
® Upi1 = uy + r (définition par récurrence)
o u, = up+ nr (forme explicite)

e sile premier terme est u, on a : up, = ug + (n — 1)r

Plus généralement si n et k sont deux entiers naturels avec k < n, on a : u, = ug + (n — k)r
(uo + up)
2

Plus généralement :S = nombre de termes X

e S, =uy+ Up.een.... +up, = (n+1)

(premier terme + dernier terme)
2

1.2 Suites géométriques

Une suite est géométrique si on multiplie chaque terme de la suite toujours par le méme nombre réel pour
obtenir le terme suivant.

Soit (uy,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison g
® Uyl = Uy X ¢ (définition par récurrence)

e u, =1ugy %X ¢" (forme explicite)

n—1

e sile premier terme est w1, on a : uy = Uy X ¢

e Plus généralement si n et k sont deux entiers naturels avec k < n, on a : u, = ug X ¢"*
(1 _ anrl)

. 1— Taisonnombre de termes
Plus généralement :S = premier terme x ( )

1 — raison
e Limite :
Siq €] —1;1[ alors lim, oo u, =0
Sig>1etup>0 alors limy, 400 Up = +00
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Sig>1etuy <0 alors limy, 1o Uy = —00

2 Suites de la forme u, .1 = au, + b

2.1 Méthode

Soit le suite (u,) définie par u,4+1 = au, + b et ug (avec a et b réels)
e On pose v, = u, + «
e « est tel que la suite (v,) est géométrique, on a donc :
Un+1 = qUn
e Pour le prouver on écrit :
Up4+1 = Up+1 + &
= au, + b+ «a puis on factorise par a de fagon a obtenir v,1+1 = a(u, + @) = avy,
et donc (vy,) est une suite géométrique de premier terme vy = ug + « et de raison a
e Forme explicite de u,,
vp = Vg X a” donc u, = v, —a =1y X a" — «

2.2 Exemple 1 :Suite (v,) donnée (o donné)

@ On donne la suite (u,,) définie par la relation w, 1 = 2u, — 3 et up = 6 et la suite (v,) par v, = u,, — 3
Montrer que (v,) est géométrique et déterminer la forme explicite de wu,,

@ Solution:

Uptl = Upt1 — 3

=2u, —3—3
=2u, — 6

= 2(up — 3)
= 2v,

donc (vy,) est géométrique de raison ¢ = 2 et premier terme vop =ug —3 =6 -3 =3
On a alors v, =vg X ¢" =3 x 2"
et donc u, = v, +3 = 3 x 2" + 3 (forme explicite de u,)

2.3 Exemple 2 :Suite (v,) a déterminer (o a trouver)

@ On donne la suite (u,) définie par la relation u, 41 = —3u, + 4 et vy = 4
Déterminer le réel « tel que v, = u,, + « tel que (v,) soit géométrique.
En déduire la forme explicite de u,,

@ Solution:

Up+41l = Up41 +
= —3uy + i + o
+«
= —3(un+ 3 )
Or (v,,) géométrique de raison ¢ donc v,11 = qu, = q(up+a)

donc ¢ = —3 et % = « (parties en rouge)

donc4d4+a=-3aca=a=-1

(vp) est une suite géométrique de raison ¢ = —3 telle que v,, = u,—1 et premier terme vy = ugp—1 =4—-1=3
donc v, = vy X ¢" =3 x (=3)" et up = v, +1 =3 x (=3)" + 1 (forme explicite de uy,)

2
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3 Etude des variations

3.1 Méthodes

e Calculer u,41 — u, puis étudier son signe.
Si Upt1 — Up >0 0n a uyyy > uy soit (uy,) est croissante.
. . Un+1 N
e Siu, > 0 on peut aussi calculer L et comparer par rapport a 1
n

. Un41 . .
Si L > 1 alors Up41 > Uy sOit (uy,) croissante.

Un,
e Si (uy) est définie par une relation (explicite) de la forme w, = f(n) avec f définie sur [0;+oo[, on peut
étudier les variations de f fonction associée a la suite (uy,)
e Cas des suites géométriques :(u,) géométrique de premier terme ug et raison g
On a alors u,, = ug X q"
et Upi1 — Up = ug X ¢ —ug X up = ug x ¢"*(q — 1) dont le signe dépend du signe de ug, de g et de ¢ — 1
— Siug>0et g>1, (up) est croissante.
— Siug <0etg>1, (uy) est décroissante.
~ Siug>0et1l>qg>0, (u,) est décroissante.
— Siug<0etl>gqg>0, (uy) est croissante.
— Sig <0 alors (uy,) est alternée.
— Si —1 < g < 1 la suite converge vers 0.

3.2 Exemples

1. Soit (uy) définie par u, = n% + 3n + 1 pour tout n € N.
Etudier les variations de (uy,).

@ Solution:
Uyl —tUn =M +1)2+3n+1D)+1-n2+3n+1)=n’+2n+1+3n+3-n>-3n—1=2n+3

orn € N donc 2n + 3 > 0 et up+1 — u, > 0 donc la suite (u,) est strictement croissante.

1
2. Soit (uy) géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme ug = 4.

Etudier les variations de (uy,).

@ Solution:

1
(up) géométrique de raison ¢ = 5 et de premier terme ug = 4

1 4
doncun:uoxq”:4x2—n:2—n

4 4 4 /1 4 -1 -2
Uil U= e T T\ ) T w e T

done up41 — uy < 0 done la suite (uy,) est strictement décroissante.

4 Complément : Suites définies par une récurrence double v, » = au,1 + bu,

4.1 Meéthode

e Déterminer d’abord les suites géométriques de premier terme 1 et de raison q vérifiant la relation de
récurrence.

e Pour déterminer g on a :vp41 = qUy €t Vpq2 = qUpt1 = q*v,

3H
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e On remplace dans la relation de récurrence :
Vnio = aVpi1 + bv, < ¢2v, = aqu, + bu, < va(¢2 —ag—b) =0
Il faut donc déterminer les racines de ¢> — aq — b

e S’il y a deux racines donc deux suites géométriques (vy,) et (wy,) vérifiant la relation de récurrence alors les
suites (uy) vérifiant cette relation sont de la forme (& admettre) :u,, = av, + Sw, (combinaison linéaire des
deux suites géométriques vérifiant la relation de récurrence)
a et [ étant déterminer par la donnée des termes initiaux de la suite (uy,), ug et uy

4.2 Exemple

@ On donne la suite (u,,) définie par la relation u, 19 = —2uy4+1 + 8uy(relation R) et ug =4 et ug =3
Déterminer les suites géométriques (v,,) et (w,) vérifiant la relation R
En déduire la forme explicite de u,,

@ Solution:

(vn) géométrique de raison ¢ vérifiant la relation R, on a donc : v, 19 = ¢%v, et vy11 = quy,

(vy) vérifie la relation R

& Upg2 = —2Un4+1 + 8y

& P, = —2qu, + Sup

S (¢ +2¢-8)=0

¢*> + 3g — 4 admet deux racines ¢; =2 et ¢o = —4

Il y a donc deux suites géométriques vérifiant la relation R : v, = 2" et w, = (—4)"
Les suites (u,) vérifiant la relation R sont donc de la forme :

Up = avy, + fw, = a2 + B(—4)"

« et (0 sont déterminés par la donnée de ug =4 et up = 3
ug=4=a+Betu =3=ax2"+3x(-4) =2a 43
Il faut donc résoudre le systeme :

19

a+ 3 ol B N 56
20— 43 =3 24—-p0)—45=3 B==
6

donc 'unique suite (u,) vérifiant la relation R et telle que ug =4 et u; = 3 est :

5
U/RZEXQH—FEX(—LLTL
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